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Введение

Пространства максимальных сцепленных систем и ультрафильтров (у/ф) являются
предметом многочисленных исследований (см. [1–5] и др.) на стыке теории множеств и
общей топологии. В то же время представления наиболее важных свободных у/ф на се-
мействе всех подмножеств (п/м) бесконечных множеств (имеются в виду у/ф с пустым пе-
ресечением всех своих множеств) неконструктивны; «наблюдаемыми» оказываются в упо-
мянутом случае лишь тривиальные (фиксированные) у/ф, отвечающие точкам исходного
множества. Ситуация, однако, меняется, если рассматривать фильтры и у/ф на некото-
рых «предваряющих» семействах п/м исходного множества. В качестве данных семейств
могут, в частности, использоваться алгебры множеств и топологии (см. [6–10] и др.). Здесь
в ряде случаев удается (см. [10, гл. 5, 6]) дать конструктивное описание всего множества
свободных у/ф на возникающем, на основе «предваряющего» семейства, широко пони-
маемом измеримом пространстве (ИП); см., в частности, [10, теорема 6.2.1]. Появляют-
ся и некоторые новые возможности, связанные с исследованием топологических свойств;
здесь у/ф полезно рассматривать как частный случай максимальных сцепленных систем
(см., например, [10, гл. 7]). В настоящей работе мы следуем данному подходу.

В качестве «предваряющего» семейства используется, как правило, π -система [8, с. 14]
п/м исходного множества, что позволяет охватить единой схемой конструкции из теории
меры и общей топологии. В настоящей работе мы сосредоточимся на вопросах, связанных
с локализацией свойств, присущих у/ф и максимальным сцепленным системам множеств.
При этом используется переход к непустым подпространствам исходного широко понима-
емого (имеется в виду оснащение исходного множества π -системой его п/м) ИП. Исследу-
ются соотношения, связывающие множества максимальных сцепленных систем и у/ф на
получающихся в результате подпространствах и множества стоуновского типа в исходном
пространстве у/ф.

1 Общие сведения

Используется стандартная теоретико-множественная символика: кванторы, пропози-
циональные связки, ∅ — пустое множество, 4= — равенство по определению; def заменяет
фразу «по определению». Семейством называем множество, все элементы которого сами
являются множествами. Принимаем аксиому выбора. Неупорядоченной парой объектов x

и y называем единственное множество {x; y}, для которого x ∈ {x; y}, y ∈ {x; y} и

∀ z ∈ {x; y} (z = x) ∨ (z = y).

Каждому объекту h сопоставляем синглетон {h} 4= {h;h}, в частности, семейство {∅}
таково, что ∅ ∈ {∅}. Множества для нас являются объектами. Поэтому любым двум
объектам p и q сопоставляется [6, с. 67] упорядоченная пара (УП) (p, q)

4
= {{p}; {p; q}}

с первым элементом p и вторым элементом q. Если s есть УП, то через pr1(s) и pr2(s)

обозначаем соответственно первый и второй элементы s, однозначно определяемые усло-
вием s = (pr1(s), pr2(s)). Если же x, y и z — три объекта, то (x, y, z)

4
= ((x, y), z).

Множеству H сопоставляем семейство P(H) всех подмножеств (п/м) H и P ′(H)
4
=

P(H)\{∅}; Fin(H) есть def семейство всех непустых конечных п/м H, Fin(H) ⊂ P ′(H).

Если X и Y — множества, то [6, гл. II,§ 4] имеем их декартово произведение

X × Y 4
= {z ∈ P(P(X ∪ Y )) | ∃x ∈ X ∃ y ∈ Y : z = (x, y)}
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со следующими свойствами:

((x, y) ∈ X × Y ∀x ∈ X ∀ y ∈ Y )&(∀ z ∈ X × Y ∃u ∈ X ∃ v ∈ Y : z = (u, v)).

Для трех любых множеств A, B и C согласно [7, гл. 1] A×B × C 4
= (A×B)× C.

Ясно, что множеству M сопоставлено семейство P ′(P(M)) всех непустых подсемейств
P(M); если M∈ P ′(P(M)), то имеем двойственное к M семейство

CM[M]
4
= {M \M : M ∈M} ∈ P ′(P(M)).

Непустому семейству A и множеству B сопоставляем след

A|B
4
= { A ∩B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B)) (1.1)

семейства A на B; обычно в наших построениях A ∈ P ′(P(H)) и B ∈ P(H), где H —
множество. Если T — непустое множество и T ∈ P ′(P(T )), то

〈T − link〉[T ]
4
= {E ∈ P ′(T ) | Σ1 ∩ Σ2 6= ∅ ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E}, (1.2)

семейства из 〈T − link〉[T ] (1.2) называем сцепленными; в виде

〈T − link〉0[T ]
4
= {E ∈ 〈T − link〉[T ] | ∀ S ∈ 〈T − link〉[T ] (E ⊂ S)⇒ (E = S)} (1.3)

имеем семейство всех максимальных сцепленных подсемейств T , именуемых также мак-
симальными сцепленными системами (МСС). В (1.2), (1.3) T — некоторое «предваря-
ющее» семейство п/м T. В последующих построениях оно будет уточняться, формируя
своеобразную измеримую структуру на T.

Если H — непустое семейство, то в виде

(Cen)[H]
4
= {Z ∈ P ′(H) |

⋂
Z∈K

Z 6= ∅ ∀K ∈ Fin(Z)}

имеем семейство всех непустых центрированных подсемейств H. Произвольному семей-
ству S и множеству T сопоставляем семейство

[S](T )
4
= {S ∈ S | T ⊂ S}

всех множеств из S, содержащих T. Наконец, множеству H и (непустому) семейству
H ∈ P ′(P(H)) сопоставляем семейство

(COV)[H | H]
4
= {Z ∈ P ′(H) | H =

⋃
Z∈Z

Z}

всех непустых покрытий H множествами из H.
Специальные семейства.
В пределах настоящего пункта фиксируем множество I. В виде

π[I]
4
= {I ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ I)&(I ∈ I)&(A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)}
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имеем семейство всех π− систем [8, с. 14] п/м I с нулем и единицей (имеются в виду ∅
и I соответственно); π -системы из

π̃0[I]
4
= {I ∈ π[I] | ∀ J ∈ I ∀x ∈ I \ J ∃Λ ∈ I : (x ∈ Λ)&(Λ ∩ J = ∅)} (1.4)

называем отделимыми; ясно, что P(I) ∈ π̃0[I]. Кроме того, в виде

(LAT)0[I]
4
= {I ∈ π[I] | A ∪B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I}

имеем семейство всех решеток п/м I с нулем и единицей. Наконец,

(alg)[I]
4
= {A ∈ π[I] | I \ A ∈ A ∀A ∈ A} (1.5)

есть семейство всех алгебр п/м I. При A ∈ (alg)[I] в виде (I,A) имеем измеримое про-
странство (ИП) с алгеброй множеств; ясно, что A ⊂ π̃0[I] (см. (1.4), (1.5)). В виде

(top)[I]
4
= {τ ∈ π[I] |

⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)} = {τ ∈ (LAT)0[I] |
⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)}

имеем семейство всех топологий на I; при τ ∈ (top)[I] в виде (I, τ) реализуется тополо-
гическое пространство (ТП). При этом

(clos)[I]
4
= {CI[τ ] : τ ∈ (top)[I]} ∈ P ′((LAT)0[I])

есть семейство всех замкнутых топологий П.С. Александрова (см. [9, с. 98]). Из вышеупо-
мянутых построений видно, что π -системы образуют очень общий класс семейств п/м
фиксированного множества (здесь — множества I ), позволяющий, в частности, охва-
тить ИП и ТП едиными представлениями. В этой связи в дальнейшем условимся при
I ∈ π[I] называть (I, I) широко понимаемым ИП; см. [10, с. 16,17]. Заметим в связи
с (1.2), (1.3), что данные семейства в дальнейшем будут, как правило, иметь вид 〈I−link〉[I]
и 〈I − link〉0[I], где I ∈ π[I]. Важными частными случаями будут при этом фильтры и
ультрафильтры (у/ф) на соответствующей π -системе.

Элементы топологии, 1
В настоящем пункте сохраняем фиксацию множества I. В виде

(c− top)[I]
4
= {τ ∈ (top)[I] | ∀ξ ∈ (COV)[I | τ ] ∃ ζ ∈ Fin(ξ) : I =

⋃
G∈ζ

G}

= {τ ∈ (top)[I] |
⋂
F∈F

F 6= ∅ ∀F ∈ (Cen)[CI[τ ]]}

имеем семейство всех топологий на множестве I, превращающих I в компактное (см. [11,
гл. 3]) ТП. При τ ∈ (top)[I] и x ∈ I полагаем, что N0

τ (x)
4
= {G ∈ τ | x ∈ G}, и получаем

семейство

Nτ (x)
4
= {H ∈ P(I) | ∃G ∈ N0

τ (x) : G ⊂ H} (1.6)

всех окрестностей x в (I, τ); семейство (1.6) является фильтром (см. [11, I. 6]) на I. При
τ ∈ (top)[I] и M ∈ P(I) имеем свойство [CI[τ ]](M) ∈ P ′(CI[τ ]) и замыкание

cl(M, τ)
4
= {x ∈ I |M ∩G 6= ∅ ∀G ∈ N0

τ (x)}

= {x ∈ I |M ∩H 6= ∅ ∀H ∈ Nτ (x)} =
⋂

F∈[CI[τ ]](M)

F ∈ [CI[τ ]](M)
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множества M в (I, τ). В виде

(top)0[I]
4
= {τ ∈ (top)[I] | ∀x ∈ I ∀y ∈ I \ {x} ∃G1 ∈ N0

τ (x) ∃G2 ∈ N0
τ (y) : G1 ∩G2 = ∅}

имеем семейство всех топологий на множестве I, превращающих I в T2 -пространство;
см. [11, гл. I]. При этом топологии из

(c− top)0[I]
4
= (c− top)[I] ∩ (top)0[I] (1.7)

превращают I в компакт: если τ ∈ (c− top)0[I], то ТП (I, τ) называют компактом.
Элементы топологии, 2
Напомним некоторые построения, связывающие различные ТП. Прежде всего отметим,

что для множества M, топологии τ ∈ (top)[M] и H ∈ P(M) имеем τ |H ∈ (top)[H], а ТП
(H, τ |H) есть подпространство (п/п) (M, τ); если h ∈ H, то (см. [12, (2.3.7),(2.3.8)])

(N0
τ |H (h) = N0

τ (h)|H)&(Nτ |H (h) = Nτ (h)|H).

Для непустого множества M и τ ∈ (top)[M], как обычно,

(τ − comp)[M]
4
= {K ∈ P(M)| τ |K ∈ (c− top)[K]}

есть семейство всех п/м M, компактных в ТП (M, τ); в случае τ ∈ (top)0[M] и K ∈
(τ − comp)[M] в виде (K, τ |K) имеем (см. (1.7)) компакт.

Функции (общие обозначения).
В настоящем пункте фиксируем множества U и V, получая в виде

V U 4= {f ∈ P(U × V ) | ∀x ∈ U ∃! y ∈ V : (x, y) ∈ f}

множество всех функций, действующих из U в V ; при g ∈ V U и u ∈ U, как обычно,
def g(u) ∈ V таково, что (u, g(u)) ∈ g ( g(u) есть значение g в точке u ). Если f ∈ V U

и A ∈ P(U), то f 1(A)
4
= {f(a) : a ∈ A} ∈ P(V ) есть образ A при действии f, а

(f | A)
4
= f∩(A×V ) ∈ V A есть обычное сужение f на A; прообразы п/м V обозначаются

традиционно (см. [12, (2.2.6)]). Пусть U 6= ∅ и V 6= ∅; тогда

(in)[U ;V ]
4
= {ϕ ∈ V U | ∀u1 ∈ U ∀u2 ∈ U (ϕ(u1) = ϕ(u2))⇒ (u1 = u2)},

V U
(∗)
4
= {f ∈ V U | f 1(U) = V },

(bi)[U ;V ]
4
= (in)[U ;V ] ∩ V U

(∗) = {f ∈ V U
(∗) | ∀x1 ∈ U ∀x2 ∈ U (f(x1) = f(x2))⇒ (x1 = x2)}

(введены инъективные, сюръективные и биективные функции из U в V соответственно).
Элементы топологии, 3
В пределах настоящего пункта фиксируем непустые множества U и V, а также топо-

логии τ1 ∈ (top)[U ] и τ2 ∈ (top)[V ]. Тогда посредством

C(U, τ1, V, τ2)
4
= { f ∈ V U | f−1(G) ∈ τ1 ∀G ∈ τ2},

Ccl(U, τ1, V, τ2)
4
= {f ∈ C(U, τ1, V, τ2) | f 1(F ) ∈ CV [τ2] ∀F ∈ CU [τ1]}
= {f ∈ V U |f 1(cl(A, τ1)) = cl(f 1(A), τ2) ∀A ∈ P(U)}
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определены множества непрерывных и замкнутых функций из (U, τ1) в (V, τ2). Далее,
посредством

Cc(U, τ1, V, τ2)
4
= C(U, τ1, V, τ2) ∩ (bi)[U ;V ], (1.8)

(Hom[U ; τ1;V ; τ2]
4
= Ccl(U, τ1, V, τ2) ∩ (bi)[U ;V ]

в рассмотрение введены уплотнения и гомеоморфизмы, соответствующие нашим ТП (U, τ1)

и (V, τ2). Заметим, что (см. [11, гл. 3])

((τ1 ∈ (c− top)[U ])&(τ2 ∈ (top)0[V ])) =⇒ ((C(U, τ1, V, τ2) = Ccl(U, τ1, V, τ2))

&((Hom)[U ; τ1;V ; τ2] = Cc(U, τ1, V, τ2))). (1.9)

Добавление.
Через R обозначаем вещественную прямую, N 4

= {1; 2; . . .}; при n ∈ N в виде 1, n
4
=

{k ∈ N | k ≤ n} имеем дискретный интервал в N с левым концом 1 и правым концом n.

Полагаем, что элементы N — натуральные числа — не являются множествами. С учетом
этого используем, для любых множества H и числа n ∈ N, вместо H1,n более традици-
онное обозначение Hn для множества всех функций (кортежей) из 1, n в H. Используем
далее также индексную форму записи функций (семейства с индексом в [13, с. 11]).

2 Фильтры и сцепленные семейства

В настоящем разделе следуем определениям и обозначениям [10, гл. 1], фиксируя непу-
стое множество E и π -систему L ∈ π[E] (в дальнейшем E и L будут конкретизиро-
ваться по мере надобности). Тогда

F∗(L)
4
= {F ∈ P ′(L) | (∅ /∈ F)&( A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)

&([L](F ) ⊂ F ∀F ∈ F)} ∈ P ′((Cen)[L])

(заметим, что {E} ∈ F∗(L) ) есть семейство всех фильтров π -системы L. При этом

(L − triv)[x]
4
= {L ∈ L | x ∈ L} ∈ F∗(L) ∀x ∈ E. (2.1)

В (2.1) введены тривиальные фильтры широко понимаемого ИП (E,L). Тогда

F∗t (L)
4
= {(L − triv)[x] : x ∈ E} ∈ P ′(F∗(L)). (2.2)

Используем (1.2) и (1.3) при T = E и T = L. Тогда F∗(L) ⊂ (L − link)[E]. В виде

F∗0(L)
4
= {U ∈ F∗(L) | ∀F ∈ F∗(L) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)} (2.3)

имеем множество всех у/ф ИП (E,L); ∀F0 ∈ F∗(L) ∃U0 ∈ F∗0(L) : F0 ⊂ U0. Как следствие
имеем, что F∗0(L) 6= ∅. Полагаем, что

ΦL(L)
4
= {U ∈ F∗0(L) | L ∈ U} ∀L ∈ L. (2.4)

Данные множества условимся называть стоуновскими; они играют далее важную роль
(в этой связи отметим построения [10, 1.5], касающиеся случая L = P(E)). В связи с кон-
кретизацией (1.3) заметим, что

〈L − link〉0[E] = {E ∈ 〈L − link〉[E] | ∀ S ∈ 〈L − link〉[E] (E ⊂ S)⇒ (E = S)}; (2.5)
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при этом ∀H1 ∈ 〈L− link〉[E] ∃H2 ∈ 〈L− link〉0[E] : H1 ⊂ H2. Более подробные сведения
о свойствах МСС см. в [10, 1.6]. Отметим два простых представления для множеств МСС
и у/ф на L (см. [10, (1.6.9), (2.1.15)]) соответственно:

〈L − link〉0[E] = {E ∈ 〈L − link〉[E] | ∀L ∈ L (L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E)⇒ (L ∈ E)}, (2.6)

F∗0(L) = {U ∈ F∗(L) | ∀L ∈ L (L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U)⇒ (L ∈ U)}. (2.7)

Представления (2.6) и (2.7) естественным образом связаны, поскольку (см. [10, предложе-
ние 4.1.2])

F∗0(L) = {E ∈ 〈L − link〉0[E] | A ∩B ∈ E ∀A ∈ E ∀B ∈ E} ∈ P ′(〈L − link〉0[E]). (2.8)

Наряду с (2.4) рассматриваем множества стоуновского типа в пространстве МСС:

〈L − link〉0[E | L]
4
= {E ∈ 〈L − link〉0[E] | L ∈ E} ∀L ∈ L. (2.9)

Отметим, что 〈L− link〉0[E | ∅] = ∅ и 〈L− link〉0[E | E] = 〈L− link〉0[E]; кроме того, при
L1 ∈ L и L2 ∈ L

(L1 ⊂ L2)⇒ (〈L − link〉0[E | L1] ⊂ 〈L − link〉0[E | L2]); (2.10)

в связи с (2.9), (2.10) см. [10, гл. 4]. При этом

[L](Σ) ⊂ E ∀E ∈ 〈L − link〉0[E] ∀Σ ∈ E .

В связи с (2.4) и (2.9) заметим, что (см. (2.8)) при L ∈ L

ΦL(L) = 〈L − link〉0[E | L] ∩ F∗0(L). (2.11)

Отметим, что (см. [10, (1.4.16)]) (UF)[E;L]
4
= {ΦL(L) : L ∈ L} ∈ π[F∗0(L)] и, в частности,

(UF)[E;L] является (открытой) базой топологии

T∗L[E]
4
= {G ∈ P(F∗0(L)) | ∀ U ∈ G ∃U ∈ U : ΦL(U) ⊂ G} ∈ (top)0[F∗0(L)]

стоуновского типа. При этом (см. [10, предложение 2.3.3])

ΦL(L) = {U ∈ F∗0(L) | L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U} ∀L ∈ L.

С учетом данного свойства проверяется (см. [10, (2.3.13)]), что

(UF)[E;L] ⊂ T∗L[E] ∩CF∗0(L)[T
∗
L[E]];

как следствие получаем, что
(F∗0(L),T∗L[E]) (2.12)

есть (непустое) нульмерное [11, 6.2] T2 -пространство (если L — полуалгебра [14, гл. 1]
или алгебра п/м E, то (2.12) — нульмерный компакт; в последнем случае реализуется
пространство Стоуна). Заметим, что (2.12) является [10, (4.4.11)] п/п нульмерного T2 -про-
странства с «единицей» 〈L− link〉0[E]. В этой связи напомним, что при L ∈ L множество

〈L − link〉0[E | L] = {E ∈ 〈L − link〉0[E] | L ∈ E}
= {E ∈ 〈L − link〉0[E] | L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E}
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таково, что реализуется (2.11). Семейство

Ĉ∗0[E;L]
4
= {〈L − link〉0[E | L] : L ∈ L} ∈ P ′(P(〈L − link〉0[E]))

является (открытой) предбазой топологии

T∗〈E | L〉 ∈ (top)0[〈L − link〉0[E]] (2.13)

стоуновского типа (подробнее см. в [10, раздел 4.4]). При этом упомянутое представление
(2.12) как п/п имеет вид

T∗L[E] = T∗〈E | L〉|F∗0(L), (2.14)

где (〈L − link〉0[E],T∗〈E | L〉) является нульмерным [11, 6.2] T2 -пространством. В этой
связи отметим, что

Ĉ∗0[E;L] ⊂ T∗〈E | L〉 ∩C〈L−link〉0[E][T∗〈E | L〉]. (2.15)

Из (2.15) легко следует, что множества базы, порожденной предбазой Ĉ∗0[E;L], т. е. се-
мейства всех конечных пересечений множеств из данной предбазы, открыто-замкнуты
в топологии (2.13).

3 Подпространства широко понимаемых измеримых пространств

Напомним, что ранее на выбор E и L (см. предыдущий раздел) никаких дополнитель-
ных условий не налагалось; поэтому понятия и обозначения, соответствующие фиксации
(E,L), будут использоваться при различных конкретизациях данного широко понимае-
мого ИП. В то же время у нас будет использоваться и некоторое базовое ИП такого типа,
для которого мы сохраняем обозначение (E,L). Итак, далее E — фиксированное непу-
стое множество и L ∈ π[E] (дополнительные предположения будут оговариваться по мере
надобности). В этой связи заметим, что, как легко проверить,

L|H = {L ∩H : L ∈ L} ∈ π[H] ∀H ∈ P(E).

Итак, при H ∈ P(E) в виде (H,L|H) мы имеем п/п широко понимаемого ИП (E,L).

В случае H ∈ L п/п (H,L|H) называем измеримым, понимая данный термин расшири-
тельно (точнее было бы L -измеримым). В данном наиболее важном для нас случае имеем,
что

L|L = {L ∩ L : L ∈ L} = {Λ ∈ L | Λ ⊂ L} ∈ π[L] ∀L ∈ L. (3.1)

С учетом (3.1) получаем, что при L ∈ L \ {∅} в виде (L,L|L) реализуется непустое
измеримое п/п (E,L); определены непустые множества 〈L|L − link〉[L] и 〈L|L − link〉0[L],

элементами которых являются непустые подсемейства L|L. Ясно, что при L ∈ L \ {∅}

〈L|L − link〉[L] ⊂ 〈L − link〉[E].

Для наших последующих целей важно, что при H ∈ P ′(E) непустое п/п (H,L|H) широко
понимаемого ИП (E,L) таково, что

(st)[E;L;H; E ]
4
= {L ∈ L | L ∩H ∈ E} ∈ 〈L − link〉[E] ∀ E ∈ 〈L|H − link〉[H]; (3.2)



308 А. Г. Ченцов

кроме того, имеем, как легко проверить, свойство

(st)[E;L;H;F ] ∈ F∗(L) ∀F ∈ F∗(L|H) (3.3)

(учитываем общие положения раздела 2, позволяющие использовать (3.2) в случае филь-
тров). Напомним, что L \ {∅} ⊂ P ′(E).

П р е д л о ж е н и е 3.1. Если L ∈ L \ {∅} и E ∈ 〈L|L − link〉0[L], то

(st)[E;L;L; E ] ∈ 〈L − link〉0[E]. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем L ∈ L \ {∅} и E ∈ 〈L|L − link〉0[L], получая
в силу (3.2), что

µ
4
= (st)[E;L;L; E ] ∈ 〈L − link〉[E]. (3.5)

Учитываем (2.5). Тогда, в частности, имеем в силу максимальности E , что ∀Λ ∈ L|L

(Λ ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E) =⇒ (Λ ∈ E). (3.6)

Выберем произвольно D ∈ L. Тогда имеем, что D ∩ L ∈ L|L. С учетом (3.6) получаем,
что

((D ∩ L) ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E) =⇒ (D ∩ L ∈ E). (3.7)

Пусть справедливо следующее свойство

D ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ µ. (3.8)

Выберем произвольно M ∈ E , получая, в частности, что M ∈ L|L (см. (1.2), (1.3)).
Заметим, что (см. (3.1))

M ∈ L : M ⊂ L. (3.9)

Из (3.2), (3.9) получаем, поскольку M ∩ L = M ∈ E , что M ∈ µ (см. (3.5)), а тогда
согласно (3.8) D ∩M 6= ∅. Как следствие, (D ∩ L) ∩M = D ∩M 6= ∅. Поскольку выбор
M был произвольным, то

D ∩ L ∈ L|L : (D ∩ L) ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E .

В силу (3.7) получаем, что D ∩ L ∈ E . Тогда в силу (3.2), (3.5) имеем по выбору D

(действительно D ∈ L ), что D ∈ µ при условии (3.8). Итак, истинна импликация

(D ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ µ) =⇒ (D ∈ µ).

Коль скоро D ∈ L выбиралось произвольно, получили, что ∀L ∈ L

(L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ µ) =⇒ (L ∈ µ).

С учетом (2.6) и (3.5) получаем, как следствие, включение µ ∈ 〈L− link〉0[E]. В силу (3.5)
получаем (3.4).

Из (3.2) и предложения 3.1 вытекает, что ∀L ∈ L \ {∅} ∀ E ∈ 〈L|L − link〉0[L]

(st)[E;L;L; E ] ∈ 〈L − link〉0[E] : E ⊂ (st)[E;L;L; E ]. (3.10)
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П р е д л о ж е н и е 3.2. Если L ∈ L\{∅}, E ∈ 〈L|L− link〉0[L] и C ∈ 〈L− link〉0[E],

то
(E ⊂ C) =⇒ (C = (st)[E;L;L; E ]). (3.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем L, E и C в соответствии с условиями, полагая,
что E ⊂ C. Покажем, что

C ⊂ (st)[E;L;L; E ]. (3.12)

Допустим противное:
C \ (st)[E;L;L; E ] 6= ∅.

Выберем и зафиксируем U ∈ C \ (st)[E;L;L; E ]. Тогда в частности, U ∈ L и при этом
U ∩ L /∈ E (см. (3.2)). При этом U ∈ C и E ⊂ C. Тогда

U ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E . (3.13)

Тогда имеем, что U ∩ Σ = (U ∩ L) ∩ Σ при Σ ∈ E . Получили, что (см. (3.13))

U ∩ L ∈ L|L : (U ∩ L) ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E .

В силу свойства, аналогичного (2.6), имеем, что U ∩ L ∈ E , что противоречит предпо-
ложению. Полученное противоречие доказывает (3.12). В силу (3.2) и максимальности C
получаем требуемое равенство следствия (3.11).

Соединяя (3.10) и предложение 3.2, получаем полезное утверждение: при L ∈ L\{∅} и
E ∈ 〈L|L− link〉0[L] мы в виде (st)[E;L;L; E ] имеем единственную мажоранту E в классе
МСС на L.

Заметим теперь, что с учетом (2.8), (3.3) и предложения 3.1 легко устанавливается при
L ∈ L \ {∅} и U ∈ F∗0(L|L) свойство

(st)[E;L;L;U ] ∈ F∗0(L); (3.14)

при этом, как легко видеть, ∀U ∈ F∗0(L)

(U ⊂ U) =⇒ (U = (st)[E;L;L;U ]). (3.15)

Свойства (3.14), (3.15) будут существенны в дальнейшем, но сейчас вернемся к общему
случаю преобразования МСС, получая при L ∈ L \ {∅}, что

(st)[E;L;L; ·] 4= ((st)[E;L;L; E ])E∈〈L|L−link〉0[L] ∈ 〈L − link〉0[E]〈L|L−link〉0[L]; (3.16)

в силу (3.1) имеем, что при L ∈ L|L определено множество (2.9).

П р е д л о ж е н и е 3.3. Если L ∈ L \ {∅} и L ∈ L|L, то справедлива следующая
оценка образа:

(st)[E;L;L; ·]1(〈L|L − link〉0[L | L]) ⊂ 〈L − link〉0[E | L]. (3.17)



310 А. Г. Ченцов

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем L и L в соответствии с условиями. Выберем
произвольно

I ∈ (st)[E;L;L; ·]1(〈L|L − link〉0[L | L]), (3.18)

получая МСС на L :
I ∈ 〈L − link〉0[E].

При этом для некоторой МСС V ∈ 〈L|L − link〉0[L | L]

I = (st)[E;L;L;V ]. (3.19)

Тогда (см. (2.9)) V ∈ 〈L|L − link〉0[L] и L ∈ V . При этом (см. (3.2), (3.19)) I = {Λ ∈ L |
L ∩ Λ ∈ V}, где по выбору L имеем L ⊂ L (см. (3.1)); L ∈ L. Тогда L ∩ L = L ∈ V .
В итоге (см. (3.19)) L ∈ I. С учетом (2.9) имеем, что I ∈ 〈L − link〉0[E | L]. Поскольку
МСС I (3.18) выбиралась произвольно, (3.17) установлено.

Следствие 3.1. Если L ∈ L \ {∅}, то

(st)[E;L;L; ·]1(〈L|L − link〉0[L]) ⊂ 〈L − link〉0[E | L].

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом простейших свойств [10, с. 89] имеем равенство

〈L|L − link〉0[L | L] = 〈L|L − link〉0[L]. (3.20)

При этом L ∈ L|L (см.(3.1)), а тогда в силу (3.20) и предложения 3.3

(st)[E;L;L; ·]1(〈L|L − link〉0[L]) = (st)[E;L;L; ·]1(〈L|L − link〉0[L | L]) ⊂ 〈L − link〉0[E | L].

П р е д л о ж е н и е 3.4. Если L ∈ L \ {∅}, то

(st)[E;L;L; ·] ∈ C(〈L|L − link〉0[L],T∗〈L | L|L〉, 〈L − link〉0[E],T∗〈E | L〉). (3.21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем L ∈ L \ {∅}. Напомним, что Ĉ∗0[L;L|L] есть
[10, (4.4.1), (4.4.2)] открытая предбаза, порождающая топологию T∗〈L | L|L〉. Аналогич-
ным свойством обладает Ĉ∗0[E;L] в части порождения топологии T∗〈E | L〉. Выберем
произвольно V ∈ 〈L|L − link〉0[L] и

Ω ∈ N0
T∗〈E|L〉((st)[E;L;L;V]).

Учитывая представление открытых множеств в терминах порождающей предбазы, под-
берем n ∈ N и

(Ci)i∈1,n ∈ Ĉ∗0[E;L]n

со следующим свойством:

((st)[E;L;L;V] ∈
n⋂
i=1

Ci)&(
n⋂
i=1

Ci ⊂ Ω). (3.22)

Тогда для некоторого кортежа (Di)i∈1,n ∈ Ln имеем представления

Cj = 〈L − link〉0[E | Dj] ∀ j ∈ 1, n. (3.23)
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При этом (см. (3.22), (3.23)) получаем, что

((st)[E;L;L;V] ∈
n⋂
i=1

〈L − link〉0[E | Di])&(
n⋂
i=1

〈L − link〉0[E | Di] ⊂ Ω). (3.24)

Вместе с тем L ∩Dj ∈ L|L при j ∈ 1, n. Согласно (2.10) и предложению 3.3

(st)[E;L;L; ·]1(〈L|L − link〉0[L | L ∩Dj]) ⊂ 〈L − link〉0[E | L ∩Dj]

⊂ 〈L − link〉0[E | Dj] ∀ j ∈ 1, n. (3.25)

Здесь 〈L|L − link〉0[L | L ∩Dj] ∈ Ĉ∗0[L;L|L] при j ∈ 1, n. В силу (3.24) при j ∈ 1, n имеем
Dj ∈ (st)[E;L;L;V], а потому (см. (3.2)) L ∩Dj ∈ V. Тогда получаем, что (см. (2.9))

G 4
=

n⋂
i=1

〈L|L − link〉0[L | L ∩Dj] ∈ N0
T∗〈L|L|L〉(V). (3.26)

При этом по свойствам операции взятия образа имеем (см. (3.24)–(3.26)), что

(st)[E;L;L; ·]1(G) ⊂
n⋂
i=1

(st)[E;L;L; ·]1(〈L|L − link〉0[L | L ∩Di])

⊂
n⋂
i=1

〈L − link〉0[E | Di] ⊂ Ω. (3.27)

Поскольку V и Ω выбирались произвольно, установлено (см. (3.26), (3.27)), что ∀ E ∈
〈L|L − link〉0[L] ∀A ∈ N0

T∗〈E|L〉((st)[E;L;L; E ]) ∃B ∈ N0
T∗〈L|L|L〉(E) : (st)[E;L;L; ·]1(B) ⊂ A.

Получили (3.21) (см. [11, с. 58, предложение 1.4.1]).

Отметим, что в силу (3.16) и следствия 3.1 имеем, что при L ∈ L \ {∅}

(st)[E;L;L; ·] ∈ 〈L − link〉0[E | L]〈L|L−link〉0[L], (3.28)

где 〈L − link〉0[E | L] 6= ∅; из (3.28) и предложения 3.4 вытекает, что на самом деле

(st)[E;L;L; ·] ∈ C(〈L|L − link〉0[L],T∗〈L | L|L〉, 〈L − link〉0[E | L],T∗〈E | L〉|〈L−link〉0[E|L]).

Учтем, кроме того, (2.14): из предложения 3.4, (2.8) и (2.14) легко следует, что при L ∈
L \ {∅}

(U − st)[E;L;L]
4
= ((st)[E;L;L;U ])U∈F∗0(L|L)

= ((st)[E;L;L; ·] | F∗0(L|L)) ∈ C(F∗0(L|L),T∗L|L [L],F∗0(L),T∗L[E]). (3.29)

В дальнейшем оператор (3.29) будет основным предметом нашего исследования.

4 Преобразование ультрафильтров, 1

Отметим ряд простых свойств, связанных с п/п широко понимаемых ИП.Так (см.(1.4)),
при переходе к п/п сохраняется отделимость: при L ∈ π̃0[E] и H ∈ P ′(E)

L|H = {H ∩ L : L ∈ L} ∈ π̃0[H]; (4.1)
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в частности, это верно при H ∈ L \ {∅}. Заметим, что при L ∈ π̃0[E], L ∈ L \ {∅} и
x ∈ L

(U − st)[E;L;L]((L|L − triv)[x]) = (L − triv)[x].

Заметим, что в случае, когда L ∈ π[E] и E — конечное множество, при F ∈ F∗(L)

непременно ⋂
F∈F

F ∈ P ′(E).

Тогда в общем случае множества E, E 6= ∅, получаем при K ∈ Fin(E), K ∈ π[K] и
F ∈ F∗(K) ⋂

Λ∈F

Λ 6= ∅. (4.2)

Вместе с тем имеем с очевидностью (в общем случае L ∈ π[E] ) при K ∈ Fin(E), что
K — непустое множество и при этом

L|K ∈ π[K];

тогда с учетом (4.2) ⋂
F∈F

F ∈ P ′(K) ∀F ∈ F∗(L|K).

З а м е ч а н и е 4.1. С учетом вышеупомянутых свойств в случае конечного множе-
ства E имеем при L ∈ π̃0[E], что (см. (2.2), (2.3))

F∗0(L) = F∗t (L);

итак, в данном случае все у/ф тривиальны, а все тривиальные фильтры максимальны.
В общем же случае L ∈ π[E] для конечного множества E непременно

∃x ∈ E : (L − triv)[x] ∈ F∗0(L).

В этой связи напомним [10, пример 2.2.1], где (для E = N ) указана π -система L ∈
π[E] (на самом деле топология на E ), для которой F∗t (L) ∩ F∗0(L) = ∅; итак, в случае
бесконечного множества E возможен случай, когда все тривиальные фильтры π -системы
(обязательно неотделимой) не будут максимальными.

Отметим, наконец, что в общем случае E, E 6= ∅, и L ∈ π[E] при K ∈ Fin(E) ∃x ∈ K:

(L|K − triv)[x] ∈ F∗0(L|K).

Возвращаясь к случаю L ∈ π̃0[E], где E — непустое множество, имеем при H ∈ P ′(E)

и x ∈ H весьма очевидное равенство

(st)[E;L;H; (L|H − triv)[x]] = (L − triv)[x]. (4.3)

Напомним, что (см. (1.1)) при L ∈ π[E], H ∈ P ′(E) и E ∈ 〈L|H − link〉[H] определено

(st)[E;L;H; E ]|H = {H ∩ S : S ∈ (st)[E;L;H; E ]} ∈ P ′(P(H))

и, более того, (st)[E;L;H; E ]|H = E ; в частности, в качестве E может использовать-
ся фильтр на ИП (H,L|H). В этой связи отметим очевидное следствие: при L ∈ π[E],

H ∈ P ′(E), E1 ∈ 〈L|H − link〉[H] и E2 ∈ 〈L|H − link〉[H]

((st)[E;L;H; E1] = (st)[E;L;H; E2]) =⇒ (E1 = E2); (4.4)
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в частности, в (4.4) можно полагать, что E1 ∈ F∗(L|H) и E2 ∈ F∗(L|H). Полезно также
учитывать свойство L \ {∅} ⊂ P ′(E). Напомним (2.4). Тогда с учетом предложения 3.3
получаем, что (в общем случае L ∈ π[E], где E — непустое множество) при L ∈ L \ {∅}
и Λ ∈ L|L

(U − st)[E;L;L]1(ΦL|L(Λ)) ⊂ ΦL(Λ). (4.5)

Кроме того, имеем при U ∈ F∗0(L) и U ∈ U , что U ∈ P ′(E) и

L|U = {Λ ∈ L | Λ ⊂ U} ∈ π[U]; (4.6)

более того, U|U = {U ∈ U | U ⊂ U} ∈ F∗0(L|U) и при этом

(st)[E;L;U;U|U] = U . (4.7)

Учтем (2.4). Тогда (см. (4.5)) при L ∈ L \ {∅}

(U − st)[E;L;L]1(F∗0(L|L)) ⊂ ΦL(L). (4.8)

Кроме того, в силу (2.4) при L ∈ L и U ∈ ΦL(L) имеем включение L ∈ U . Поэтому при
L ∈ L \ {∅} и U ∈ ΦL(L) получаем, что U|L ∈ F∗0(L|L) и согласно (4.7)

(U − st)[E;L;L](U|L) = (st)[E;L;L;U|L] = U . (4.9)

С учетом (4.8), (4.9) получаем следующее общее положение.

П р е д л о ж е н и е 4.1. Если L ∈ L \ {∅}, то ΦL(L) 6= ∅ и

(U − st)[E;L;L]1(F∗0(L|L)) = ΦL(L). (4.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно (непустота ΦL(L) следует из (2.8) и (4.8), а (4.10)
получается непосредственной комбинацией (4.8), (4.9)). �

П р е д л о ж е н и е 4.2. Если L ∈ L\{∅}, то (U−st)[E;L;L] есть биекция F∗0(L|L)

на ΦL(L) :
(U − st)[E;L;L] ∈ (bi)[F∗0(L|L); ΦL(L)].

Д о к а з а т е л ь с т в о получаем комбинацией (2.6), (2.7), (3.29), (4.4) и предло-
жения 4.1. �

Из предложения 4.1 вытекает, что при L ∈ L \ {∅}

ΦL(L) ∈ P ′(F∗0(L))

и определена топология T∗L[E]|ΦL(L) ∈ (top)[ΦL(L)]. Из (3.29) и предложения 4.1 легко
следует, что при L ∈ L \ {∅}

(U − st)[E;L;L] ∈ C(F∗0(L|L),T∗L|L [L],ΦL(L),T∗L[E]|ΦL(L)); (4.11)

из (1.8), (4.11) и предложения 4.2 вытекает свойство уплотнения:

(U − st)[E;L;L] ∈ Cc(F∗0(L|L),T∗L|L [L],ΦL(L),T∗L[E]|ΦL(L)). (4.12)
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Итак, при L ∈ L \ {∅} ТП (F∗0(L|L),T∗L|L [L]) посредством свойства (4.12) уплотняется на
(ΦL(L),T∗L[E]|ΦL(L)); в этой связи отметим очевидное свойство:

T∗L[E]|ΦL(L) = {G ∈ T∗L[E] | G ⊂ ΦL(L)} ∈ P ′(T∗L[E]). (4.13)

В связи с (4.12), (4.13) полезно напомнить понятие полуалгебры множеств. Если I —
непустое множество, I ∈ π[I], A ∈ P(I) и n ∈ N, то

∆n(A, I)
4
= {(Ji)i∈1,n ∈ In | (A =

n⋃
i=1

Ji)&(Jp ∩ Jq = ∅ ∀ p ∈ 1, n ∀ q ∈ 1, n \ {p})}.

Тогда для непустого множества I в виде

Π[I]
4
= {J ∈ π[I] | ∀H ∈ J ∃n ∈ N : ∆n(I \H,J ) 6= ∅}

имеем семейство всех полуалгебр п/м I; ясно, что (см. (1.5)) (alg)[I] ⊂ Π[I] (точнее,
(alg)[I] = {A ∈ Π[I] | I \ A ∈ A ∀A ∈ A} ), Π[I] ⊂ π̃0[I]. Напомним важное свойство
(см. (1.7), [10, (5.5.37)]): для непустого множества I и полуалгебры I ∈ Π[I]

T∗I [I] ∈ (c− top)0[F∗0(I)], (4.14)

а (F∗0(I),T∗I [I]) есть непустой нульмерный [11, с. 529] компакт. Возвращаясь к рассматри-
ваемому (широко понимаемому) ИП (E,L), получаем (см. (2.13), (2.14), (4.12)) следующее
положение.

Теорема 4.1. Если L ∈ Π[E] и L ∈ L \ {∅}, то

(U − st)[E;L;L] ∈ (Hom)[F∗0(L|L);T∗L|L [L]; ΦL(L);T∗L[E]|ΦL(L)].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем комбинацию (1.9), (4.12) и (4.14), а также пред-
ложение 4.2 и тот очевидный факт, что при L ∈ Π[E] и L ∈ L \ {∅} непременно
L|L ∈ Π[L].

Итак, в случае, когда (E,L) есть ИП с полуалгеброй (и, в частности, с алгеброй)
множеств в виде (U − st)[E;L;L] при L ∈ L \ {∅} реализуется гомеоморфизм компак-
та (F∗0(L|L),T∗L|L [L]) на ТП (ΦL(L),T∗L[E]|ΦL(L)). Два упомянутых ТП гомеоморфны, т. е.
топологически отождествимы, а стоуновские множества для ИП (E,L) реализуют ком-
пакты Стоуна (имеется в виду случай L ∈ (alg)[E] ) для непустых измеримых п/п данного
ИП. В этой связи заметим, что при L ∈ (alg)[E] и H ∈ P ′(E) L|H ∈ (alg)[H]. Кроме
того, при L ∈ (alg)[E] и L ∈ L

L|L = {Λ ∈ L | Λ ⊂ L} ∈ (alg)[L].

Итак, как частный случай теоремы 4.1 мы получаем при L ∈ (alg)[E] и L ∈ L \ {∅}, что

(U − st)[E;L;L] = ((st)[E;L;L;U ])U∈F∗0(L|L) ∈ (Hom)[F∗0(L|L);T∗L|L [L]; ΦL(L);T∗L[E]|ΦL(L)].

Возвращаясь к общему случаю L ∈ π[E], заметим, что в связи с предложением 4.2
возникает естественный вопрос о представлении биекции, обратной к (U−st)[E;L;L], где
L ∈ L \ {∅}; ответ «подсказывает» (4.9): имеем, что

(L− st)[L]
4
= (U|L)U∈ΦL(L) ∈ (bi)[ΦL(L);F∗0(L|L)] (4.15)
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есть биекция, обратная к (U − st)[E;L;L] (доказательство следует из общих свойств би-
екций); тогда, в частности, из (4.15) имеем, что ∀U1 ∈ ΦL(L) ∀U2 ∈ ΦL(L)

(U1|L = U2|L) =⇒ (U1 = U2). (4.16)

В свою очередь, из (4.16) вытекает следующее предложение.

П р е д л о ж е н и е 4.3. Если U1 ∈ F∗0(L) и U2 ∈ F∗0(L), то истинна импликация

(∃U ∈ U1 ∩ U2 : U1|U = U2|U) =⇒ (U1 = U2). (4.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из (4.16); в самом деле, для U ∈ U1 ∩ U2 имеем, что
U ∈ L \ {∅}, U1 ∈ ΦL(U) и U2 ∈ ΦL(U). �

Возвращаясь к предложению 4.3 (см. (4.17)), заметим с учетом (4.6), что при U1∈ F∗0(L)

и U2 ∈ F∗0(L)

(∃U ∈ U1 ∩ U2 : {U ∈ U1 | U ⊂ U} = {U ∈ U2 | U ⊂ U}) =⇒ (U1 = U2).

Итак, если два у/ф на ИП (E,L) имеют общее множество, на котором совпадают следы
этих двух у/ф, то и сами эти у/ф совпадают. Напомним полезное понятие базы фильтра
(БФ): элементы множества

(L − Fi− Bas)[E]
4
= {B ∈ P ′(L) | (∅ /∈ B)&(∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2)},

т. е. направленные (двойственно к упорядоченности по включению) непустые подсемейства
L, составленные из непустых множеств, называем БФ. Ясно, что

(L − fi)E[B]
4
= {L ∈ L | ∃B ∈ B : B ⊂ L} ∈ F∗(L) ∀B ∈ (L − Fi− Bas)[E]. (4.18)

При этом, кстати (см. (4.18)), в случае L ∈ L \ {∅} F∗(L|L) ⊂ (L − Fi− Bas)[E] и

(L − fi)E[U|L] = U ∀U ∈ ΦL(L) (4.19)

(доказательство следует из определений).

П р е д л о ж е н и е 4.4. Если L ∈ L\{∅} и U ∈ F∗0(L|L), то справедливо равенство

(L − fi)E[U ] = (st)[E;L;L;U ]. (4.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем L ∈ L \ {∅} и U ∈ F∗0(L|L), получая, в частно-
сти, что U есть БФ на ИП (E,L) :

U ∈ (L − Fi− Bas)[E];

при этом согласно (4.18)

(L − fi)E[U ] = {L ∈ L | ∃U ∈ U : U ⊂ L} ∈ F∗(L).

С другой стороны по выбору U имеем равенство

(st)[E;L;L;U ] = {L ∈ L | L ∩ L ∈ U} ∈ ΦL(L) (4.21)
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(см. (3.14), (4.8)). При этом согласно основному свойству (4.15)

(L− st)[L]((U − st)[E;L;L](U)) = (st)[E;L;L;U ]|L = U . (4.22)

Вместе с тем из (4.19) и (4.21) получаем, что

(L − fi)E[(st)[E;L;L;U ]|L] = (st)[E;L;L;U ]. (4.23)

Но с учетом (4.22) имеем также равенство

(L − fi)E[(st)[E;L;L;U ]|L] = (L − fi)E[U ],

что в силу (4.23) означает справедливость равенства (4.20).

Из предложения 4.4 вытекает теперь, что при L ∈ L \ {∅}

(U − st)[E;L;L] = ((L − fi)E[U ])U∈F∗0(L|L).

Отметим очевидное свойство сохранения отделимости: при L ∈ π̃0[E] и H ∈ P ′(E)

L|H ∈ π̃0[H];

в частности (при L ∈ π̃0[E] ) имеем, что

L|K ∈ π̃0[K] ∀K ∈ Fin(E).

Легко видеть, что при L ∈ π̃0[E] и U ∈ F∗0(L)

(U ∩ Fin(E) 6= ∅) =⇒ (U ∈ F∗t (L)). (4.24)

В связи с (4.24) полезно напомнить, что истинна эквивалентность (см. [10, предложе-
ние 2.2.1])

(L ∈ π̃0[E])⇐⇒ (F∗t (L) ⊂ F∗0(L)).

Легко видеть (см. (4.24)), что при L ∈ π̃0[E]

F∗t (L) = {U ∈ F∗0(L) |
⋂
U∈U

U 6= ∅} ∈ P ′(F∗0(L)). (4.25)

Введем в рассмотрение свободные у/ф ИП (E;L) : в общем случае L ∈ π[E] полагаем,
что

F∗f (L)
4
= {U ∈ F∗0(L) |

⋂
U∈U

U = ∅}. (4.26)

Ясно, что при L ∈ π̃0[E] множества F∗t (L) и F∗f (L) образуют (см. (4.25), (4.26)) разбиение
F∗0(L) :

(F∗0(L) = F∗t (L) ∪ F∗f (L))&(F∗t (L) ∩ F∗f (L) = ∅). (4.27)

Возвращаясь к (4.2), отметим с учетом (4.25), что в случае конечного множества E и
L ∈ π̃0[E]

F∗0(L) = F∗t (L).
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Вместе с тем (см. раздел 2) в общем случае непустого множества E и L ∈ π[E]

∀x ∈ E ∃U ∈ F∗0(L) : (L − triv)[x] ⊂ U ,

кроме того, имеем с очевидностью, что

F∗0(L) \ F∗f (L) = F∗t (L) ∩ F∗0(L); (4.28)

наконец, заметим, что ∀U ∈ F∗0(L)

(
⋂
U∈U

U = ∅) ∨ (U ∈ F∗t (L)).

Это означает (в общем случае L ∈ π[E] ), что (см.(4.28)) ∀U ∈ F∗0(L)

(
⋂
U∈U

U 6= ∅) =⇒ (U ∈ F∗t (L)).

До конца настоящего раздела полагаем, что E — непустое конечное множество и L ∈ π[E].

Легко устанавливается следующее.

П р е д л о ж е н и е 4.5. Если x ∈ E, то ∃ y ∈ E :

((L − triv)[y] ∈ F∗0(L))&((L − triv)[x] ⊂ (L − triv)[y]). (4.29)

П р и м е р 4.1. Пусть n ∈ N и при этом n ≥ 2. Рассмотрим случай E = 1, n

(см. раздел 1, добавление). Полагаем, что Im
4
= {k ∈ E | m ≤ k} при m ∈ E; пусть в

данном примере L = {Im : m ∈ E} ∪ {∅}, получаем L ∈ π[E] (заметим, что In = {n} и
I1 = E; ∅ ∈ L ). Тогда (L− triv)[1] = {E}. В то же время (L− triv)[n] = L\{∅} ∈ F∗0(L);

более того, по способу построения L \ {∅} есть наибольший фильтр (E,L). При этом
(L− triv)[1] ⊂ (L− triv)[n]; мы получили вариант у/ф (L− triv)[y] в (4.29); точнее, x = 1,

а y = n. При этом (L − triv)[n] \ (L − triv)[1] 6= ∅; так, например, {n} ∈ (L − triv)[n] \
(L − triv)[1] для нашего конечного множества E.

Заметим, что (для конечного множества E ) в силу предложения 4.5 F∗t (L)∩F∗0(L) 6= ∅
и при этом F∗0(L) = F∗0(L)∩ F∗t (L) (см. (4.2)). Как следствие, в нашем случае E ∈ Fin(E)

(F∗0(L) ⊂ F∗t (L))&(F∗f (L) = ∅).

5 Тривиальные и свободные ультрафильтры

Вернемся к общему случаю непустого множества E. Полагаем в данном разделе π -
систему L отделимой: пусть

L ∈ π̃0[E]. (5.1)

В связи с (5.1) напомним (4.25)–(4.27). Вернемся к (3.14). С учетом (4.1) и (4.25)–(4.27)
получаем (см. (5.1)), что при H ∈ P ′(E)

F∗t (L|H) = {U ∈ F∗0(L|H) |
⋂
U∈U

U 6= ∅} ∈ P ′(F∗0(L|H)),

F∗f (L|H) = {U ∈ F∗0(L|H) |
⋂
U∈U

U = ∅} ∈ P(F∗0(L|H)),

(F∗0(L|H) = F∗t (L|H) ∪ F∗f (L|H))&(F∗t (L|H) ∩ F∗f (L|H) = ∅).
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С учетом (4.3) и (5.1) получаем, что при H ∈ P ′(E) и U ∈ F∗t (L|H)

(st)[E;L;H;U ] ∈ F∗t (L).

В качестве H может использоваться множество из L \ {∅}. Как следствие имеем, что
при L ∈ L \ {∅}

(U − st)[E;L;L]1(F∗t (L|L)) ⊂ F∗t (L). (5.2)

Отметим некоторые общие определения: если I — непустое множество, I ∈ π[I] и Λ ∈ I,
то полагаем, что

(Φ0
t,I(Λ)

4
= ΦI(Λ) ∩ F∗t (I))&(Φ0

f ,I(Λ)
4
= ΦI(Λ) ∩ F∗f (I)); (5.3)

данные определения содержательны при I ∈ π̃0[I]. Вернемся к (широко понимаемому)
ИП (E,L), где E — непустое множество и выполнено (5.1). Ясно, что (см. (2.2), (5.3))
при L ∈ L \ {∅} и x ∈ L

(L − triv)[x] ∈ Φ0
t,L(L), (5.4)

причем справедливо следующее равенство

(L − triv)[x]|L = (L|L − triv)[x]. (5.5)

Как следствие получаем (см. (5.4), (5.5)) при L ∈ L \ {∅} и U ∈ Φ0
t,L(L) свойство

U|L ∈ F∗t (L|L). (5.6)

П р е д л о ж е н и е 5.1. Если L ∈ L \ {∅}, то

(U − st)[E;L;L]1(F∗t (L|L)) = Φ0
t,L(L). (5.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L ∈ L\{∅}. Из (3.29), (5.2), (5.4) и предложения 4.1
имеем вложение

(U − st)[E;L;L]1(F∗t (L|L)) ⊂ Φ0
t,L(L). (5.8)

Выберем произвольно V ∈ Φ0
t,L(L), т. е. V ∈ ΦL(L) и V ∈ F∗t (L). Тогда

V|L ∈ F∗0(L|L) (5.9)

(см. построения в связи с (4.9)) и согласно (5.6)

V|L ∈ F∗t (L|L); (5.10)

с учетом (4.9), (5.9) и (5.10) получаем, что

V = (U − st)[E;L;L](V|L) ∈ (U − st)[E;L;L]1(F∗t (L|L)),

чем завершается проверка вложения

Φ0
t,L(L) ⊂ (U − st)[E;L;L]1(F∗t (L|L)).

С учетом (5.8) получаем требуемое равенство (5.7).
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Напомним, что согласно (5.3) при L ∈ L \ {∅}

Φ0
f ,L(L) = ΦL(L) ∩ F∗f (L) ∈ P(F∗0(L);

при этом реализуется в силу (4.27) разбиение ΦL(L) :

(ΦL(L) = Φ0
t,L(L) ∪ Φ0

f ,L(L))&(Φ0
t,L(L) ∩ Φ0

f ,L(L) = ∅).

П р е д л о ж е н и е 5.2. Если L ∈ L \ {∅}, то

(U − st)[E;L;L]1(F∗f (L|L)) = Φ0
f ,L(L).

Д о к а з а т е л ь с т в о получается непосредственной комбинацией предложений 4.2
и 5.1; следует также учитывать (4.27). �

References
[1] Н. Бурбаки, Общая топология. Основные структуры, Наука, М., 1968, 279 с. [N. Bourbaki,

General Topology. Basic Structures, Nauka Publ., Moscow, 1968 (In Russian), 279 pp.]
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