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Аннотация.Настоящая статья посвящена оценкам модулей тейлоровских коэффициентов
на классах голоморфных функций, не обращающихся в нуль и ограниченных в единичном
круге. Обозначим множество всех голоморфных функций, ограниченных снизу по моду-
лю в единичном круге, через E. Пусть t ≥ 0 — параметр. На подклассах Et класса E,

содержащих отображения из E, нормированные в начале координат, получены точные
оценки модулей всех тейлоровских коэффициентов. Рассмотрим класс B, состоящий из
голоморфных функций, ограниченных по модулю сверху и не обращающихся в нуль в
единичном круге, а также его подклассы Bt, состоящие из функций класса B, нормиро-
ванных в начале координат. Классы E и Et связаны с классами B и Bt посредством
инволюции. Промежуточное положение между двумя упомянутыми классами E и B за-
нимает множество голоморфных ограниченных по модулю сверху и снизу функций Aρ,r,

0 < ρ < r. Классы Aρ,r можно разбить на подклассы Aρ,r,t функций класса Aρ,r, нор-
мированных в начале координат. Фиксируем ρ и r. Изучение класса Aρ,r можно свести
к изучению класса A1,r/ρ, являющегося подклассом класса E, или к изучению класса
Aρ/r,1, являющегося подклассом класса B. При этом A1,r/ρ → E и Aρ/r,1 → B при
r → ∞. На классах A1,r,t построена мажорирующая функция с действительными ко-
эффициентами, благодаря чему с помощью теории подчинения получены точные оценки
модулей первых двух тейлоровских коэффициентов на каждом классе A1,r,t, а также на
классе A1,r.
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Abstract. The article is devoted to the estimates of the moduli of Taylor coefficients on classes
of holomorphic functions that do not vanish and are bounded in the unit disk. Let us denote the
set of all holomorphic functions that are bounded from below by modulus in the unit disk by
E. Let t ≥ 0 be a parameter. The sharp estimates of the moduli of all Taylor coefficients have
been obtained for subclasses Et of the class E that contain mappings from E normalized
at the origin. We consider the class B consisting of holomorphic functions that are bounded
from above by modulus and do not vanish in the unit disk, as well as its subclasses Bt which
consist of functions from the class B normalized at the origin. The classes E and Et are
related to the classes B and Bt through involution. An intermediate position between the
two aforementioned classes E and B is occupied by the set of holomorphic functions Aρ,r,

0 < ρ < r, that are bounded from above and from below by modulus. The classes Aρ,r can be
divided into subclasses Aρ,r,t of functions from class Aρ,r normalized at the origin. We fix ρ

and r. The study of the class Aρ,r can be reduced to the study of the class A1,r/ρ which is a
subclass of the class E, or to the study of the class Aρ/r,1 which is a subclass of the class B.
Besides, A1,r/ρ → E and Aρ/r,1 → B as r →∞. A majorizing function with real coefficients
has been constructed for the classes A1,r,t, enabling us using the theory of subordination to
obtain the sharp estimates of the moduli of the first two Taylor coefficients for each class A1,r,t

and also for the class A1,r.
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Введение

Пусть ∆ := {z ∈ C : |z| < 1} — единичный круг в комплексной плоскости. Класс
функций F, голоморфных в ∆ и удовлетворяющих условию |F (z)| ≥ 1 для всех z ∈ ∆,

обозначим через E.

Коэффициенты ряда Тейлора функции F будем обозначать через {F}n, n ∈ {0} ∪N.
В этих обозначениях разложение F в ряд Тейлора имеет вид:

F (z) = {F}0 + {F}1z + {F}2z2 + . . .

Поскольку класс E инвариантен относительно вращений в плоскости переменной w

(w = F (z) ), мы можем без потери общности ограничиться изучением тех функций, для
которых F (0) > 1. Далее, можно положить {F}0 := et, где параметр t ∈ [0,+∞). Эти
подклассы обозначим через Et. Ясно также, что для любой функции F класса Et суще-
ствует функция h ∈ C такая, что

F (z) = et h(z), (0.1)

где C — известный класс Каратеодори голоморфных функций h с нормировкой h(0) = 1,

Reh(z) > 0 для z ∈ ∆. Отметим, что при каждом t > 0 эта формула устанавливает
взаимно-однозначное соответствие между классами C и Et.

1. Формула для коэффициентов

Продифференцировав (0.1) по z, имеем:

F ′(z) = t h′(z)F (z). (1.1)

Подставив в формулу (1.1) тейлоровские разложения функций F и h, получим следую-
щие формулы:

{F}0 = et, {F}n =
t

n

n∑
k=1

k{h}k{F}n−k, n ∈ N, (1.2)

связывающие коэффициенты функций F и h.

2. Точные оценки коэффициентов на классах Et, t > 0

Ядро Шварца

h∗(z) :=
1 + z

1− z
= 1 + 2

∞∑
k=1

zk

является важным представителем класса C. Сформулируем для дальнейших ссылок сле-
дующее известное утверждение [1]:

Лемма 2.1. Если h ∈ C, то |{h}k| ≤ 2, k ∈ N. Только вращения функции h∗ в
плоскости переменной z удовлетворяют условию |{h}k| = 2, k ∈ N, на классе C.

Заметим, что класс E0 состоит только из одной функции f(z) ≡ 1, поэтому без ущерба
для сути дела можно считать, что t > 0. Получим оценки всех тейлоровских коэффици-
ентов функций класса Et. Справедлива
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Теорема 2.1. Пусть t > 0, тогда для любой функции F ∈ Et имеют место точные
неравенства

|{F}n| ≤
2t

n

n∑
k=1

k{F ∗t }n−k, n ∈ N. (2.1)

Равенства имеют место только для вращений функции F ∗t (z) := et h
∗(z) в плоскости

переменной z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем сначала, что {F ∗t }n > 0, n ∈ N. Рассуждаем по
индукции. Действительно, из формулы (1.2) следует, что {F ∗t }1 = 2t{F ∗t }0 > 0, так как
{F ∗t }0 > 0. Возьмем произвольный номер n и предположим, что {F ∗t }k > 0 при всех
k = 0, . . . , n, тогда из (1.2) очевидно, что

{F ∗t }n+1 =
2t

n+ 1

n+1∑
k=1

k{F ∗t }n+1−k > 0.

Стало быть, в силу произвольности n, доказано, что {F ∗t }n > 0, n ∈ N.
Покажем теперь, что |{F}n| ≤ {F ∗t }n, n ∈ N, и равенства достигаются только на

вращениях функции F ∗t в плоскости переменной z. Снова рассуждаем по индукции. Со-
гласно формуле (1.2) и лемме 2.1

|{F}1| = t|{h}1|{F}0 ≤ 2t{F}0 = 2tet,

причем по лемме 2.1 равенство здесь достигается только на вращениях функции F ∗t
в плоскости переменной z. Возьмем произвольный номер n и предположим, что точные
оценки (2.1) справедливы для |{F}k| при k = 0, . . . , n, и равенство достигается только
на вращениях функции F ∗t в плоскости переменной z, тогда очевидно, что

|{F}n+1| ≤
t

n+ 1

n+1∑
k=1

k|{h}k||{F}n+1−k| ≤
t

n+ 1

n+1∑
k=1

k{h∗}k{F ∗t }n+1−k = {F ∗t }n+1.

Из второго неравенства понятно, что равенство здесь достигается только на вращениях
функции F ∗t в плоскости переменной z. Итак, в силу произвольности n, мы доказали
формулу (2.1) и, таким образом, теорема полностью доказана.

Фиксируем n ∈ N. Из формулы (2.1) ясно, что сколь бы большое положительное
действительное число m мы не взяли, найдется положительное действительное число
t такое, что {F ∗t }n > m. Отсюда следует, что задача об оценке модулей тейлоровских
коэффициентов имеет смысл только на классе Et при фиксированном t, но не на всем
классе E.

3. Формулировка гипотезы Кшижа

Класс, состоящий из голоморфных в ∆ функций f, генерируемых по формуле

f =
1

F
(3.1)

функциями F ∈ E, обозначим через B. Формула (3.1) устанавливает взаимно-однознач-
ное соответствие между классами B и E.
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В 1968 г. Ян Кшиж предположил [2], что если f ∈ B, то для ее тейлоровских коэф-
фициентов {f}n справедливы неравенства

|{f}n| ≤ 2/e, n ∈ N,

причем равенство достигается на функциях вида eiψf ∗1 (eiϕzn), где ϕ, ψ ∈ R,

f ∗t (z) := e−t h
∗(z), t ∈ [0,+∞).

Задачу о точной оценке |{f}n|, n ∈ N, на классе B мы будем называть проблемой
Кшижа.

В настоящее время гипотеза Кшижа доказана для первых шести тейлоровских ко-
эффициентов включительно. Из геометрических соображений очевидно, что |{f}0| ≤ 1.

Точную оценку |{f}1| можно найти во многих работах начиная с 1934 года; первой была
работа [3]. Оценка |{f}2| не вызывает сложности с 1943 года [1]. Кшиж сформулировал
обсуждаемую здесь гипотезу, полагаясь на оценки модулей первых двух коэффициен-
тов. Доказательство для случая n = 3 впервые было опубликовано в 1977 году в работе
Дж. Хаммеля, С. Шейнберга и Л. Зальцмана [4]. Для случая n = 4 упомянем доказатель-
ство В. Шапеля [5]. Впервые оценка пятого коэффициента методом В. Шапеля появилась
в работе Н. Самариса [6]. Автор данной статьи в работе [7] при помощи метода Шапеля
получил оценку |{f}6| ≤ 2/e + 0.00116077, а в работе [8] оценку |{f}6| ≤ 2/e численным
методом.

Фиксируем номер n. Существование экстремалей в проблеме Кшижа очевидно, по-
скольку после присоединения к классу B функции f(z) ≡ 0 получается компактное в се-
бе (в топологии локально равномерной сходимости) семейство функций, а функционал,
ставящий каждой функции из B ее тейлоровский коэффициент с номером n, является
непрерывным на B.

Фиксируем t > 0. Класс, состоящий из голоморфных в ∆ функций f, генерируемых
по формуле (3.1) из функций F ∈ Et, обозначим через Bt. Заметим, что Bt является
компактным в себе семейством функций.

Заметим также, что класс B0 состоит только из одной функции f ≡ 1, поэтому B0

можно считать полностью изученным. В дальнейшем мы будем для полноты указывать,
что t ≥ 0, однако фактически можно всюду далее считать, что t > 0. Эта оговорка
позволяет нам, например, свободно делить на t.

4. Еще одна формула для коэффициентов

В классах Bt проблема оценки модулей коэффициентов существенно сложнее, чем
в классах Et. Подтверждением сказанного служит хотя бы тот факт, что за полвека ни
одна попытка ее полного решения не увенчалась успехом.

Из формул (0.1) и (3.1) следует, что для любой f ∈ Bt найдется h ∈ C, такая, что
f(z) = e−t h(z). Продифференцировав это равенство по z, приходим к формуле, аналогич-
ной (1.2) для класса Bt, t > 0 :

{f}0 = e−t, {f}n = − t
n

n∑
k=1

k{h}k{f}n−k, n ∈ N. (4.1)

Видимо, впервые формула, аналогичная (1.2) и (4.1), появилась в статье [9], где в част-
ности получены точные оценки |{f}1| и |{f}2| на классах Bt, t > 0. Формула (4.1)
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позволяет решить проблему Кшижа, если {h}k = 0 или {f}k = 0 при некоторых k.

В работе [10] с помощью формулы (4.1) обобщены некоторые частные случаи, описанные
в более ранних работах. Соответствующие ссылки см. в [10].

5. Функции, ограниченные по модулю сверху и снизу

Формула (4.1) не применима в классах Bt для получения точных оценок модулей тей-
лоровских коэффициентов даже при малых и при больших значениях t. Например, при
больших значениях параметра t начальные коэффициенты {f ∗t }k, где k = 1, . . . , n, функ-
ции f ∗t являются знакопеременными (напомним, что {h∗}k положительны); при этом
начальные коэффициенты (−1)k{f ∗t }k, k = 1, . . . , n, функции f ∗t (−z) являются неотри-
цательными, а коэффициенты (−1)k{h∗}k функции h∗(−z) являются знакопеременными.
Здесь n = n(t).

С другой стороны, так как в классах Et такой проблемы нет, то резонно обратить
внимание на то, как обстоят дела в подклассах класса Et, состоящих из функций, ограни-
ченных сверху по модулю. Дело в том, что с точностью до мультипликативной константы
каждый ограниченный подкласс класса Et1 является подклассом некоторого класса Bt2 ,

что позволяет легко переносить коэффициентные оценки между упомянутыми подклас-
сами. Например, если r > 1 и голоморфная функция F отображает круг ∆ в кольцо
K1,r := {z : 1 < |z| < r}, а ноль в et1 , то f ∈ Bt2 , где f(z) := F (z)/r, а t2 := ln r − t1.

Вообще, можно взять действительные числа ρ и r, удовлетворяющие неравенствам
0 < ρ < r, и рассмотреть множество Aρ,r всех голоморфных функций, удовлетворяющих
неравенствам ρ ≤ |f(z)| ≤ r, z ∈ ∆. Ясно, что если f ∈ Aρ,r, то f ∈ ρ · E и f ∈ r · B.
Р. Эрмерс в [11, с. 31] получила точные оценки модулей первых двух коэффициентов на
классе функций Aρ,r, зависящие от ρ и r. Заметим, что Aρ,r является компактным в себе
семейством функций.

Пусть 0 < ρ < 1. Формула (3.1) устанавливает взаимно-однозначное соответствие
между классами Aρ,1 и A1, 1

ρ
, где f ∈ Aρ,1 а F ∈ A1, 1

ρ
. Формула

f = ρF,

где f ∈ Aρ,1, а F ∈ A1, 1
ρ
, также устанавливает взаимно-однозначное соответствие между

классами Aρ,1 и A1, 1
ρ
.

Пусть s > 0. Рассмотрим класс Ae−s,es . Ясно, что формула (3.1) задает автоморфизм
на Ae−s,es .

6. Подчиненные функции

Пусть функции F и f голоморфны в ∆. Функция f называется подчиненной в ∆

для функции F, если она может быть представлена в ∆ в форме f(z) = F (ω(z)), где
ω ∈ Ω0, а Ω0 — класс, состоящий из голоморфных в ∆ функций ω, таких, что

|ω(z)| < 1, z ∈ ∆, ω(0) = 0.

Функцию F (z) будем называть мажорантой для f(z) в ∆. Ясно, что {f}0 = {F}0.
Понятие подчинения восходит к Е. Линделефу [12]. Современная терминология была

введена позже Д.И. Литлвудом [13] и В. Рогозинским [1], они же разработали метод и по-
лучили с его помощью некоторые результаты. Принцип подчинения Литлвуда и Рогозин-
ского часто используется при выводе оценок коэффициентов в классе B (см. [4,5,7,14,15]).
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В случае проблемы Кшижа трудность применения этого метода заключается в нере-
гулярном поведении коэффициентов {f ∗t }k функции f ∗t при промежуточных значениях
параметра t. Значения считаются промежуточными, если t принадлежит некоторому ин-
тервалу, содержащему число 2. Длина этого интервала зависит от k и увеличивается с
ростом k (см. [14]).

Теория подчинения позволяет очень легко находить точные оценки первого и второ-
го коэффициентов на классе функций f(z), подчиненных функции F (z). Пусть MF —
класс, состоящий из функций f(z) = F (ω(z)), где F — голоморфная в ∆ функция,
а ω ∈ Ω0. Имеют место следующие теоремы [1]:

Теорема 6.1. Если f ∈MF , то

|{f}1| ≤ |{F}1|, (6.1)

причем оценка (6.1) точная, и равенство в неравенстве (6.1) достигается только на
вращениях функции F (z) в плоскости переменной z.

Теорема 6.2. Если f ∈MF , то

|{f}2| ≤ max(|{F}1|, |{F}2|), (6.2)

причем оценка (6.2) точная, и равенство в неравенстве (6.2) достигается только на
вращениях функций F (z) или F (z2) в плоскости переменной z.

7. Подклассы функций, ограниченных по модулю сверху и снизу

Во введении мы рассмотрели класс Каратеодори C. Для каждого t > 0 определим
класс Ct с помощью формулы Ct := t ·C. Другими словами, при фиксированном t, класс
Ct есть множество функций h с нормировкой h(0) = t, отображающих единичный круг
∆ в правую полуплоскость Π.

Пусть s > 0, а t ∈ (0, s). Определим класс Cs,t как подмножество функций из Ct,

отображающих ∆ в полосу Πs := {v ∈ C : 0 < Re v < s}.

Утверждение 7.1. Функция

h∗s,t(z) := i
s

π
ln

1− eiπs tz
ei
π
s
t − z

является конформным отображением ∆ на Πs с действительными тейлоровскими ко-
эффициентами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отображение w = iπ
s
v переводит вертикальную полосу Πs

в горизонтальную полосу {w ∈ C : 0 < Imw < π}. При этом ось абсцисс переходит в ось
ординат, в частности: 0 7→ 0, t 7→ iπ

s
t, s 7→ iπ.

Отображение x = ew переводит нашу горизонтальную полосу в верхнюю полуплоско-
сть. При этом ось ординат переходит в верхнюю единичную полуокружность, в частности:
0 7→ 1, iπ

s
t 7→ ei

π
s
t, iπ 7→ −1.

Отображение y = ei
π
s t+1

ei
π
s t−1

x−1
x+1

переводит верхнюю полуплоскость в правую полуплоско-
сть. При этом верхняя единичная полуокружность переходит в ось абсцисс, в частности:
1 7→ 0, ei

π
s
t 7→ 1, −1 7→ ∞.



80 Д.Л. Ступин

Наконец отображение z = y−1
y+1

переводит нашу правую полуплоскость в ∆. При этом
ось абсцисс переходит в ось абсцисс, в частности: 0 7→ −1, 1 7→ 0, ∞ 7→ 1.

Искомое отображение v = h∗s,t(z) построим как композицию отображений, обратных
к упомянутым.

Как видно из проведенных построений, отображение h∗s,t переводит отрезок [−1, 1]

в отрезок [0, s], в частности: −1 7→ 0, 0 7→ t, 1 7→ s. Поскольку h∗s,t переводит [−1, 1]

в [0, s], то мы можем рассматривать h∗s,t как действительнозначную функцию действи-
тельной переменной, стало быть и ее тейлоровское разложение имеет действительные ко-
эффициенты.

Заметим, что

h∗s,t(z) = t+ 2
s

π

∞∑
k=1

sin
(
k π
s
t
)

k
zk. (7.1)

Пусть 0 < t < s. Рассмотрим множество A1,es,t всех голоморфных функций f класса
A1,es с нормировкой f(0) = et. Отметим, что A1,es,t является компактным в себе семей-
ством функций. Ясно, что

f ∗s,t(z) := eh
∗
s,t(z)

является мажорирующей функцией на классе A1,es,t. Поэтому, согласно [1], для любой
функции f из класса A1,es,t найдется отображение ω ∈ Ω0 такое, что

f(z) = f ∗s,t(ω(z)). (7.2)

Поскольку класс A1,es инвариантен относительно вращений в плоскости переменной w,

то без уменьшения общности можно ограничиться изучением подкласса функций, для
которых f(0) > 1. Изучение класса A1,es также не уменьшает общности, так как для
любых ρ и r таких, что 0 < ρ < r, имеем, что Aρ,r = ρ · A1, r

ρ
( s = ln r − ln ρ > 0 ).

Из формулы (7.2) следует, что если f ∈ A1,es , то

f(z) = eh(z), h ∈ Cs,t. (7.3)

По аналогии с выводом формулы (1.2) из (7.3) получаем, что

{f}0 = et, {f}n =
1

n

n∑
k=1

k{h}k{f}n−k, n ∈ N, (7.4)

в частности, подставив {h∗s,t}k из формулы (7.1) в формулу (7.4), имеем

{f ∗s,t}0 = et, {f ∗s,t}n =
2

n

s

π

n∑
k=1

sin
(
k
π

s
t
)
{f ∗s,t}n−k, n ∈ N. (7.5)

Вычисления по формуле (7.5) дают

f ∗s,t(z) = et + 2
s

π
et sin

(π
s
t
)
z +

s

π
et
(

2
s

π
sin2

(π
s
t
)

+ sin
(

2
π

s
t
))

z2 + . . . (7.6)



ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ НЕОБРАЩАЮЩИХСЯ В НУЛЬ ФУНКЦИЙ 81

8. Точная оценка первого коэффициента

Теорема 8.1. Если s > 0, а f ∈ A1,es , то

|{f}1| ≤ 2
es−

s
π
arctg π

s√
1 + π2

s2

, (8.1)

причем оценка (8.1) точная, и равенство в неравенстве (8.1) достигается только на
вращениях функции f ∗s,t1 в плоскости переменной z, где t1 = s− s

π
arctg π

s
.

Более того, если 0 < t < s и f ∈ A1,es,t, то

|{f}1| ≤ 2
s

π
et sin

(π
s
t
)
, (8.2)

причем оценка (8.2) точная, и равенство в неравенстве (8.2) достигается только на
вращениях функции f ∗s,t в плоскости переменной z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 6.1 справедливо неравенство |{f}1| ≤ |{f ∗s,t}1|.
Теорема 6.1 также содержит описание множества функций f, для которых достигается
равенство |{f}1| = |{f ∗s,t}1|. По формуле (7.6) имеем {f ∗s,t}1 = 2 s

π
et sin

(
π
s
t
)
. Заметив, что

{f ∗s,t}1 > 0 при t ∈ (0, s), мы получим формулу (8.2). Таким образом, второе утверждение
нашей теоремы полностью доказано.

Докажем теперь справедливость формулы (8.1). Для этого исследуем функцию

g1(t) := 2
s

π
et sin

(π
s
t
)

на максимум на интервале (0, s). Имеем: g1(t) ≥ 0, t ∈ [0, s], g1(0) = g1(s) = 0 и

g′1(t) = 2
s

π
et
(

sin
(π
s
t
)

+
π

s
cos
(π
s
t
))

.

Уравнение g′1(t) = 0 равносильно уравнению

sin
(π
s
t
)

+
π

s
cos
(π
s
t
)

= 0. (8.3)

Поделив это уравнение на cos
(
π
s
t
)
, мы получим

tg
(π
s
t
)

+
π

s
= 0.

(Заметим, что cos
(
π
s
t
)

= 0 при tk = s/2+sk, k ∈ Z. Поскольку 0 < tk < s, то нам подхо-
дит только t0 = s/2, которое не является корнем уравнения (8.3)). Решая уравнение (8.3),
найдем, что

tk = sk − s

π
arctg

π

s
, k ∈ Z,

являются стационарными точками функции g1. В нашем случае 0 < t < s, поэтому

t1 = s− s

π
arctg

π

s

есть единственное подходящее решение уравнения (8.3) (так как только 0 < t1 < s ).
Далее, t1 является точкой максимума для функции g1, поскольку

g′′1(t1) = −2et1

√
1 +

π2

s2
< 0.
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Наконец

g1(t1) = 2
es−

s
π
arctg π

s√
1 + π2

s2

,

поэтому оценка (8.1) справедлива. Случаи равенства в неравенстве (8.1) уже были разо-
браны в первой части доказательства.

9. Точная оценка второго коэффициента

Имеет место следующий результат [11]:

Теорема 9.1. Если s > 0, t ∈ (0, s), а f ∈ A1,es , то

|{f}2| ≤ 2
es−

s
π
arctg π

s√
1 + π2

s2

, (9.1)

равенство в неравенстве (9.1) достигается только на вращениях функции f ∗s,t1(z
2) в плос-

кости переменной z, где t1 = s− s
π

arctg π
s
.

Дополним этот результат для класса A1,es , получив оценку |{f}2| на его подклассах
A1,es,t, 0 < t < s :

Теорема 9.2. Если f ∈ A1,es,t, 0 < t < s, то

|{f}2| ≤

{
2 s
π
et sin

(
π
s
t
)
, 0 < t ≤ t1,

2 s
π
et sin

(
π
s
t
) (

s
π

sin
(
π
s
t
)

+ cos
(
π
s
t
))
, t1 < t < s,

(9.2)

где t1 = s − 2 s
π

arctg π
s
. При 0 < t < t1 равенство в (9.2) достигается только на вра-

щениях функции f ∗s,t(z
2) в плоскости переменной z. При t = t1 равенство достигается

только на вращениях функций f ∗s,t(z
2) и f ∗s,t(z). При t1 < t < s равенство в (9.2) дости-

гается только на вращениях функции f ∗s,t(z) в плоскости переменной z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 6.2 для доказательства этого утверждения дос-
таточно найти значения t, при которых |{f ∗s,t}1| > |{f ∗s,t}2|.

1. Неравенство {f ∗s,t}1 ≥ {f ∗s,t}2 при 0 < t < s равносильно неравенству

s

π
sin
(π
s
t
)

+ cos
(π
s
t
)
≤ 1.

Соответствующее уравнение имеет следующие решения

tk =
s

π
((−1)k − 1) arcsin

1√
1 + s2

π2

+ sk, k ∈ Z.

Условию 0 < tk < s удовлетворяет только решение t1. Таким образом, {f ∗s,t}1 > {f ∗s,t}2
при 0 < t < t1, где

t1 = s− 2
s

π
arcsin

1√
1 + s2

π2

.
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2. Неравенство {f ∗s,t}1 ≥ −{f ∗s,t}2 при 0 < t < s равносильно неравенству

s

π
sin
(π
s
t
)

+ cos
(π
s
t
)
≥ −1.

Соответствующее уравнение имеет следующие решения

tk =
s

π
((−1)k+1 − 1) arcsin

1√
1 + s2

π2

+ sk, k ∈ Z,

ни одно из которых не удовлетворяет условию 0 < tk < s. Итак, {f ∗s,t}1 > −{f ∗s,t}2 при
0 < t < s.

Таким образом, мы показали, что |{f ∗s,t}1| > |{f ∗s,t}2| при 0 < t < t1, то есть форму-
ла (9.2) справедлива.

Заключение

В этой статье мы рассмотрели классы E и B, а также их подклассы, которые ге-
нерируются из классов Aρ,r, 0 < ρ < r < +∞. Интересно, что Aρ,1 → B при ρ → 0,

а A1,r → E при r → ∞. Как было показано выше, формулы типа (1.2) не могут быть
использованы даже на классах A1,r ⊂ E для получения точных оценок коэффициентов
при n ≥ 2. С другой стороны, классы Aρ,r имеют больше алгебраических свойств, чем,
например, класс B, что можно использовать для изучения класса B.

Кшиж выдвинул свою гипотезу [2], располагая только оценками модулей первых двух
коэффициентов на классе B, поэтому (имея теоремы 8.1 и 9.1) мы можем выдвинуть
следующее предположение: если f ∈ A1,es , то

|{f}n| ≤ 2
es−

s
π
arctg π

s√
1 + π2

s2

, n ∈ N, (9.3)

причем равенство в неравенстве (9.3) достигается только на вращениях функции f ∗s,t1(z
n)

в плоскостях переменных z и w (w = f(z) ), где t1 = s− s
π

arctg π
s
.

Заметим, что при любом s > 0 множество e−sA1,es является подклассом класса B, и
оценка (9.3) для класса e−sA1,es при s→∞ переходит в оценку

|{f}n| ≤
2

e
,

то есть высказанное только что предположение в пределе дает гипотезу Кшижа. Действи-
тельно, при s→∞ имеем e−sA1,es → B, а

2
e−

s
π
arctg π

s√
1 + π2

s2

→ 2

e
.

Фиксируем t > 0. Так как при s > t множество e−sA1,es,s−t ⊂ Bt и e−sA1,es,s−t → Bt

при s→∞, то после перехода в теореме 8.1 к пределу при s→∞ получим следующий
известный результат [4, 9]:

Теорема 9.3. Если f ∈ B, то |{f}1| ≤ 2/e, причем равенство достигается толь-
ко на вращениях функции f ∗1 в плоскости переменной z. Более того, если f ∈ Bt, то
|{f}1| ≤ 2te−t, причем равенство достигается только на вращениях функции f ∗t в плос-
кости переменной z.
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Аналогично, после перехода в теоремах 9.1 и 9.2 к пределу при s → ∞ получим еще
один известный результат [4, 9]:

Теорема 9.4. Если f ∈ B, то |{f}2| ≤ 2/e, причем равенство достигается только
на вращениях функции f ∗1 (z2) в плоскости переменной z. Если f ∈ Bt, то

|{f}2| ≤ 2te−t

{
1, 0 < t ≤ 2,

t− 1, 2 < t < s.

При 0 < t < 2 равенство достигается только на вращениях функции f ∗t (z2) в плоско-
сти переменной z. При t = 2 равенство достигается только на вращениях функций
f ∗t (z2) и f ∗t (z). При t > 2 равенство достигается только на вращениях функции f ∗t (z)

в плоскости переменной z.

Фиксируем t > 0, s > t и f ∈ A1,es,t. По формуле (7.4) при n = 1 имеем

|{f}1| ≤ {h∗s,t}1 · {f ∗s,t}0 = 2
s

π
et sin

(π
s
t
)
,

причем эта оценка точная, так как равенство в ней достигается, например, при f = f ∗s,t
(сравните с оценкой (8.2)). Уже при n ≥ 2 из формулы (7.4) при помощи неравенства
треугольника невозможно получить точную оценку для |{f}n|. Тем не менее, мы можем
получить грубую оценку:

|{f}n| =
∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

k{h}k{f}n−k
∣∣∣ ≤ 2

n

s

π
sin
(π
s
t
) n−1∑
k=0

kmk, (9.4)

где
m0 := {f ∗s,t}0, m1 := {f ∗s,t}1, mk := max

f∈A1,es,t

|{f}k|, k = 2, . . . , n− 1.

Заметим, что если h ∈ Cs,t, то

|{h}k| ≤ {h∗s,t}1 = 2
s

π
sin
(π
s
t
)
, k ∈ N,

но в отличие от класса C в Cs,t нет функции, все коэффициенты которой равны {h∗s,t}1.
Фиксируем t > 0. Поскольку при любом s > t множество A1,es,t ⊂ Et и A1,es,t → Et

при s → ∞, то после перехода в неравенстве (9.4) к пределу при s → ∞ получим
теорему 2.1.
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